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一类变指数离散二阶系统的周期解*
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摘 要：研究变指数基尔霍夫型离散二阶系统周期解的存在性，运用临界点理论中的极小作用原理和鞍点定

理，获得了周期解的存在性结果。
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Periodic solutions for a class of second-order discrete system
with variable exponent

ZHANG Shengui

College of Mathematics and Computer Science，Northwest Minzu University，Lanzhou 730030，China

Abstract：The existence for periodic solution of Kirchhoff-type second-order discrete system with vari‐

able exponent is studied. Some results for existence of periodic solutions are obtained by using the

least action principle and the saddle point theorem in critical point theory.
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差分方程主要来源于微分方程的离散化，许多实际问题中都涉及到大量差分方程模型，这些模型广

泛地出现在信息科学、金融学和生物遗传学等科学领域。

临界点理论是非线性泛函分析的重要分支，许多基于临界点理论的分析方法已成为研究具有变分结

构的算子方程可解性的有效工具，如极小极大方法、下降流不变集结合单调迭代的方法、移动平面法、

Nehari流形方法和指标理论等。Guo等［1］建立了二阶差分方程周期解问题的变分结构，并利用鞍点型临界

点定理得到了二阶差分方程周期解的存在性。随后，该问题引起了学者的兴趣，很多学者开始利用临界

点理论研究离散二阶系统

Δ2x (k - 1) = ∇F (k，x (k ) )， k ∈Z， （1）
T-周期解的存在性和多重性［2-6］，其中Z表示整数集，T为正整数，记Δx (k ) = x (k + 1) - x (k )表示向前差

分算子。位势函数F：Z×RN →R，且 ∇F (k，x ) = ∇xF (k，x ) = ( ∂F∂x1，∂F∂x2，⋯，
∂F
∂xN ). 当位势函数满足次二次增

长时，文献［2-3］得到了系统（1）周期解的存在性结果。当具有部分周期位势和次线性增长非线性项时，

文献［4］讨论了系统（1）周期解的多重性。当非线性项满足线性增长条件时，即设存在常数 L1 > 0，L2 > 0，
使得

| ∇F (k，x ) | ≤ L1 | x | + L2 ， （2）
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对所有 (k，x) ∈ Z×RN成立。文献［5-6］中得到了系统（1）周期解和多重周期解的可解性定理。文献［7］利用

指标理论得到了非线性二阶差分方程边值问题多重解的存在性结果。文献［8］应用 Schaefer不动点定理获

得了一类分数阶差分方程解的存在性结果，同时得到了方程的解具有Ulam稳定性。

本文研究变指数离散二阶系统

ì
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M ( )Ψ ( )x Δ ( )||Δx ( )k - 1 p (k - 1) - 2Δx ( )k - 1 = ∇F ( )k，x ( )k ， k ∈ Z[ ]1，T ，

x ( )0 - x ( )T + 1 = Δx ( )0 - Δx ( )T = 0，
Ψ ( )x =∑

k = 1

T + 1 ||Δx ( )k - 1 p (k - 1)

p ( )k - 1 ，

（3）

T-周期解的存在性，其中 T为正整数，Z表示整数集，且 Z [ a，b ] ≔ Z∩[ a，b ]，a，b ∈Z，a ≤ b. 设函数

M (s)：[ 0，+ ∞)→ (0，+ ∞)为连续函数，记Δx (k ) = x (k + 1) - x (k )表示向前差分算子。对所有 x ∈RN，位势

函数F关于 k是T-周期的，且对所有 k ∈Z，设F：Z×RN →R关于 x连续可微。设 p (k)：Z [ 0，T ]→(1，+ ∞)
满足 p ( t ) = p ( t + T )，且1 < p- ≔ min

k ∈ Z[ ]0，T p (k) ≤ p+ ≔ max
k ∈ Z[ ]0，T p (k) < +∞.

对比文献［1-8］中研究的离散系统问题，问题（3）具有以下特点：首先，问题（3）中带有变指数算子，

即离散 p (k)-Laplace算子Δ (|Δx (k - 1) | p (k - 1) - 2Δx (k - 1)). 变指数方程可以刻画“逐点异性”物理现象，利

用此类方程可以研究一些源于非线性弹性问题和流体力学的数学模型［9-10］。其次，问题（3）中的方程带有

非局部系数M (∑k = 1T + 1 ||Δx ( )k - 1 p (k - 1)

p ( )k - 1 )，这导致问题（3）中的方程不再是一个逐点成立的等式，此类问题常被

称为基尔霍夫型方程，该方程可以更精确地刻画生态学中的一些依赖于自身平均密度的过程。当非局部

系数M (s) ≡ 1，空间维数N = 1，且具有凸位势或有界非线性项时，文献［11］讨论了系统（3）的周期解的

存在性。当非局部系数M (s) ≡ 1且具有部分周期位势时，文献［12］利用广义鞍点定理得到了系统（3）的多

重解存在的充分条件。另外，本文的可解性条件与已有文献不同，我们考虑用一类控制函数H (| x |)替换

线性增长条件（2）中的| x |，从而得到更一般的增长条件。

本文中，先将系统（3）的周期解转化为定义在离散变指数 Sobolev空间上一个泛函的临界点。对比已

有研究，问题（3）对应的能量泛函的形式的选取是不同的。再利用临界点理论中的极小作用原理和鞍点定

理证明变指数离散二阶系统（3）至少一个T-周期解的存在性定理。

1 准备知识

定义 1［11］ 设 p (k)：Z [ 0，T ]→(1，+ ∞)满足 p (0) = p (T). 记
lp (k )= {x ( )k ：Z [ 0，T + 1 ]→RN

|

|
|| ∑

k = 1

T + 1
|| x ( )k
p (k ) < +∞ }，

范数为| x |
p (k ) = inf {λ > 0 ||||∑k = 1T + 1 |

|
||

|
|
||
x
λ

p (k )
< 1} .

定义 2［11］ 定义离散变指数Sobolev空间

E = {x ∈ lp ( )k | Δx ( )k - 1 ∈ lp (k )，x (0) = x }( )T + 1 ，

且 E͂ = {x ∈ E |||| x̄ ≔ 1
T∑k = 1

T

x ( )k = 0}. 对 x ∈ E，记范数 x = | x̄ | +  x͂ p ( )k
为E的等价范数，其中 x̄ ∈RN，x͂ (k) =

x (k) - x̄ ∈ E͂. 易见，E和 E͂为有限维空间， x͂ =  x͂ p ( )k
，且E =RN⊕E͂.

引理 1［12］ 记 p- = min
k ∈ Z[ ]0，T p (k)，对于 x ∈ E，有
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 x → +∞ ⇒ | x̄ | + (∑
k = 1

T + 1
|Δx (k - 1) | p ( )k - 1 )

1
p- → +∞. (4)

引理 2［12］ 对于 x͂ ∈ E͂和 x ∈ E，存在常数C0 > 0，有

 x͂ ≤ ( )∑
k = 1

T + 1
||Δx ( )k - 1 p ( )k - 1

1
p- + 1， （5）

 x͂ ∞ ≤ C0 ( )∑
k = 1

T + 1
||Δx ( )k - 1 p ( )k - 1

1
p- + C0. （6）

定义 3［13］ 设 X为 Banach空间，若泛函 ϕ ∈ C1 (X，R)满足：对任何点列{un} ⊂ X，由{ϕ (un )}有界，

ϕ′(un) → 0（n → +∞），蕴含{un}有收敛子列，则称泛函ϕ满足（PS）条件。

引理 3［13］（极小作用原理） 若泛函ϕ：X →R弱下半连续，且ϕ在自反的Banach空间X中强制，即

当 u → +∞时，有ϕ (u) → +∞，则泛函ϕ在空间X中有极小值。

引理 4［13］（鞍点定理） 设E为Hilbert空间，E = E1⊕E2，其中E2 ≠ {0}为E的有限维子空间。若泛函

ϕ ∈ C1 (X，R)满足（PS）条件和以下两个条件

（i）存在 e ∈ Bρ ∩ E2和常数ω > σ，使得ϕ | e + E1≥ω；
（ii）存在常数σ和 ρ，使得ϕ || ∂Bρ ∩ E2≤σ，

则泛函 ϕ有临界值 c ≥ ω且 inf
h ∈ Γ maxx ∈ Bρ ∩ E1

ϕ (h (x))，其中 Γ = {h ∈ C (B̄ρ ∩ E1，E)：h || ∂Bρ ∩ E1 = id∂Bρ ∩ E1}，id表示恒

等算子，Bρ是E中以0为中心半径为 r的开球，∂Bρ表示Bρ的边界。

2 主要结果

在空间E上定义能量泛函ϕ：E →R如下

ϕ (x) = M⌢ (∑k = 1T + 1 ||Δx ( )k - 1 p ( )k - 1

p ( )k - 1 ) +∑k = 1T F ( )k，x ( )k ， x ∈ E，

其中M
⌢
(s) = ∫0s M (t)dt. 则ϕ弱下半连续且连续可微，且

ϕ′( )x ，y = M (∑k = 1T + 1 ||Δx ( )k - 1 p ( )k - 1

p ( )k - 1 )∑k = 1T + 1( )||Δx ( )k - 1 p ( )k - 1 - 2Δx ( )k - 1 ，Δy ( )k - 1

+∑
k = 1

T

( )∇F ( )k，x ( )k ，y ( )k ， x，y ∈ E.
因此，x ∈ E是问题（3）的T-周期解等价于 x是泛函ϕ的临界点。

假设以下条件成立：

（M1） 设存在常数m0 > 0，使得M (s) ≥ m0对所有 s ∈ [ 0，+ ∞)成立。

（M2） 记M
⌢
(s) = ∫0s M (t)dt，使得M

⌢
(s) ≤ M (s) s对所有 s ∈ [ 0，+ ∞)成立。

（H） 设存在常数K0 > 0，K1 > 0，K2 > 0和非负函数H ∈ C ([ 0，+ ∞)，[ 0，+ ∞))，使得

（i）H (s) ≤ H (t)， s ≤ t, s，t ∈ [ 0，+ ∞)；
（ii）H (s + t) ≤ K0 (H (s) + H (t))， s，t ∈ [ 0，+ ∞)；
（iii） 0 ≤ H (s) ≤ K1 s p- - 1 + K2， s ∈ [ 0，+ ∞)；
（iv）当H (s) → +∞时，有H (s) → +∞.
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（F1）设存在 f，g：Z [ 0，T ]→R+满足∑
k = 1

T

f ( )k < m0

( )2C0 p-
K0K1 p- p+

使得

| ∇F (k，x ) | ≤ f (k)H (| x |) + g (k)，
对所有(k，x) ∈ Z [ 1，T ] × RN成立，其中 p- ≔ min

k ∈ Z[ ]0，T p (k)，p+ ≔ max
k ∈ Z[ ]0，T p (k).

（F2）若
1
p-
+ 1
q+
= 1，则 liminf

|| x → +∞

∑
k = 1

T

F ( )k，x

Hq+ ( )|| x
> 1
q+

æ

è

ç

ç

ç

ç

ç
çç
ç

K0C0∑
k = 1

T

f ( )k

m0
p+
- ( )2C0 p-

K0K1 p-∑
k = 1

T

f ( )k
p-

ö

ø

÷

÷

÷

÷

÷
÷÷
÷

q+

.

（F3）若L = (1 + 2
p+ p- - 1 )

1 + 1
p-

q+

æ

è

ç

ç

ç

ç

ç
çç
ç

K0C0∑
k = 1

T

f ( )k

m0
p+
- ( )2C0 p-

K0K1 p-∑
k = 1

T

f ( )k
p-

ö

ø

÷

÷

÷

÷

÷
÷÷
÷

q+

，则 limsup
|| x → +∞

∑
k = 1

T

F ( )k，x

Hq+ ( )|| x
< -L.

定理 1 设条件（M1），（H），（F1）和（F2）成立，则问题（3）有一个T-周期解。

定理 2 设条件（M1），（M2），（H），（F1）和（F3）成立，则问题（3）有一个T-周期解。

注 1 令非局部系数M (s) = 1 + ksm，s ∈ [ 0，+ ∞)，k和m为正常数，则M (s)满足条件（M1）和（M2）。

注 2 线性增长条件（2）对应于条件（F1）中 p (k) = 2，H (s) = s的特殊情形。取M (s) = 1，p (k) = 2，则

p- = p+ = 2，令 F (k，x ) = ( 3T5 - k) ln2 (| x |2 + 1) + ln (| x |2 + 1)及H (| x |) = ln (| x |2 + 1)，则 F满足条件（F1）和

（F2），但不满足线性增长条件（2），也不满足文献［1-8，11-12］中定理的条件。

注 3 取 M (s) = 1 + s， p (k) = sin 2πk
T
+ 5，则 p- = 4， q+ = 43，令 F (k，x ) = ( 2T5 - k) | x |4 + T 3 | x |2 及

H (| x |) = | x |3，则M和F满足定理2中的条件，但不满足文献［1-8，11-12］中定理的条件。

定理 1的证明 由条件（H），（F1）和式（6），有

|∑
k = 1

T

F ( )k，x ( )k -∑
k = 1

T

F ( )k，x̄ |
= |

|
||

|

|
||∑
k = 1

T ∫01( )∇F ( )k，x̄ + sx͂ ( )k ，x͂ ( )k ds ≤∑
k = 1

T ∫01 || ( )∇F ( )k，x̄ + sx͂ ( )k ，x͂ ( )k ds
≤ ∑

k = 1

T ∫01 f ( )k H ( )|| x̄ + sx͂ ( )k || x͂ ( )k ds +∑
k = 1

T ∫01g ( )k || x͂ ( )k ds
≤ ∑

k = 1

T ∫01 f ( )k K0 [ ]H ( )|| x̄ + H ( )|| x͂ ( )k || x͂ ( )k ds +∑
k = 1

T ∫01g ( )k || x͂ ( )k ds
≤ K0∑

k = 1

T ∫01 f ( )k é
ë

ù
û

H ( )|| x̄ + K1 || x͂ ( )k
p- - 1 + K2 || x͂ ( )k ds +∑

k = 1

T ∫01g ( )k || x͂ ( )k ds
≤ H ( )|| x̄  x͂ ∞K0∑

k = 1

T

f ( )k +  x͂ p-

∞ K0K1∑
k = 1

T

f ( )k +  x͂ ∞
é
ë
ê

ù
û
úK0K2∑

k = 1

T

f ( )k +∑
k = 1

T

g ( )k

≤ H ( )|| x̄
é

ë

ê
êê
ê

ù

û

ú
úú
úC0 ( )∑

k = 1

T + 1
||Δx ( )k - 1 p ( )k - 1

1
p- + C0 K0∑

k = 1

T

f ( )k +
é

ë

ê
êê
ê

ù

û

ú
úú
úC0 ( )∑

k = 1

T + 1
||Δx ( )k - 1 p ( )k - 1

1
p- + C0

p-

K0K1∑
k = 1

T

f ( )k

+
é

ë

ê
êê
ê

ù

û

ú
úú
úC0 ( )∑

k = 1

T + 1
||Δx ( )k - 1 p ( )k - 1

1
p- + C0 é

ë
ê

ù
û
úK0K1∑

k = 1

T

f ( )k +∑
k = 1

T

g ( )k
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≤ (2C0) p
-
K0K1∑

k = 1

T

f ( )k∑
k = 1

T + 1
|Δx (k - 1) | p ( )k - 1 + C3 ( )∑

k = 1

T + 1
||Δx ( )k - 1 p ( )k - 1

1
p- + C4H ( )|| x̄ + C5

+K0C0∑
k = 1

T

f ( )k H ( )|| x̄ ( )∑
k = 1

T + 1
||Δx ( )k - 1 p ( )k - 1

1
p- . (7)

由条件（F1）知
m0
p+
- (2C0) p

-
K0K1 p-∑

k = 1

T

f ( )k > 0. 利用Young不等式及
1
p-
+ 1
q+
= 1，可得

K0C0∑
k = 1

T

f ( )k H ( )|| x̄ ( )∑
k = 1

T + 1
||Δx ( )k - 1 p ( )k - 1

1
p-

≤ 1
q+
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è
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ç

ç

ç

ç
çç
ç
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÷
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K0C0∑
k = 1

T

f ( )k

m0
p+
- ( )2C0 p-

K0K1 p-∑
k = 1

T

f ( )k
p-

q+

Hq+ ( )|| x̄ + 1
p-
é

ë
êê

ù

û
úú

m0
p+
- ( )2C0 p-

K0K1 p-∑
k = 1

T

f ( )k ∑
k = 1

T + 1
||Δx ( )k - 1 p ( )k - 1 .

（8）
从而有

|∑
k = 1

T

F ( )k，x ( )k -∑
k = 1

T

F ( )k，x̄ | ≤ m0
p- p+∑k = 1

T + 1
||Δx ( )k - 1 p ( )k - 1 + C3 ( )∑

k = 1

T + 1
||Δx ( )k - 1 p ( )k - 1

1
p-

+ 1
q+

æ

è

ç

ç

ç

ç

ç
çç
ç
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ø
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÷

÷

÷
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K0C0∑
k = 1

T

f ( )k

m0
p+
- ( )2C0 p-

K0K1 p-∑
k = 1

T

f ( )k
p-

q+

Hq+ ( )|| x̄ + C4H ( )|| x̄ + C5.
（9）

由条件（M1）和式（9），有

ϕ ( )x = M
⌢ (∑k = 1T + 1 ||Δx ( )k - 1 p ( )k - 1

p ( )k - 1 ) + éëê∑k = 1T F ( )k，x ( )k -∑
k = 1

T

F ( )k，x̄ ù
û
ú +∑

k = 1

T

F ( )k，x̄

≥ m0
p+ ( )1 - 1

p- ∑k = 1
T + 1

||Δx ( )k - 1 p ( )k - 1 - C3 ( )∑
k = 1

T + 1
||Δx ( )k - 1 p ( )k - 1

1
p-

+

é

ë

ê

ê

ê

ê

ê

ê
êê
ê

ê

ù

û

ú

ú

ú

ú

ú

ú
úú
ú

ú∑
k = 1

T

F ( )k，x̄

H q+ ( )|| x̄
- 1
q+
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è

ç

ç

ç

ç

ç
çç
ç
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÷

÷
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÷
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K0C0∑
k = 1

T

f ( )k

m0
p+
- ( )2C0 p-

K0K1 p-∑
k = 1

T

f ( )k
p-

q+

Hq+ ( )|| x̄ - C4H ( )|| x̄ - C5.

（10）

由引理 1，条件（H）和（F2），及 p- > 1，当 x → +∞时，有ϕ (x) → +∞. 并注意到 p- > 1时，空间 E是自

反的Banach空间，且泛函ϕ弱下半连续，由引理 3（极小作用原理）可知，泛函ϕ至少有一个临界点，从而

问题（3）至少有一个T-周期解。

定理 2 的证明 记 E͂ = {x ∈ E |||| x̄ ≔ 1
T∑k = 1

T

x ( )k = 0}，E =RN⊕E͂. 对 x (k) ∈ E，有 x (k) = x̄ + x͂ (k)， x̄ =
1
T∑k = 1

T

x ( )k ∈RN，x͂ (k) ∈ E͂. 下面利用引理 4（鞍点定理）来证明定理 2。
第 1 步 证明泛函ϕ满足（PS）条件，即对任何点列{xn} ⊂ E，由{ϕ (un )}有界，ϕ′(xn) → 0（n → +∞），

蕴含{xn}有收敛子列。首先证明{xn}在E中有界。
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类似于式（9）的证明有

|

|
||

|

|
||∑
k = 1

T

( )∇F ( )k，x ( )k ，x͂ ( )k ≤ m0
p- p+∑k = 1

T + 1
|Δx (k - 1) | p ( )k - 1 + C6 ( )∑

k = 1

T + 1
||Δx ( )k - 1 p ( )k - 1

1
p-

+ 1
q+

æ

è

ç

ç

ç

ç

ç
çç
ç

ö

ø

÷

÷

÷

÷

÷
÷÷
÷

K0C0∑
k = 1

T

f ( )k

m0
p+
- ( )2C0 p-

K0K1 p-∑
k = 1

T

f ( )k
p-

q+

Hq+ ( )|| x̄ + C5H ( )|| x̄ + C7.
（11）

由条件（M1）和式（11），有

 x͂n ≥ ϕ′( )xn ，x͂n

= M ( )∑
k = 1

T + 1 ||Δxn ( )k - 1 p ( )k - 1

p ( )k - 1 ∑
k = 1

T

||Δxn ( )k - 1 p ( )k - 1 +∑
k = 1

T

( )∇F ( )k，xn ( )k ，x͂n ( )k

≥ m0 ( )1 - 1
p- p+ ∑k = 1

T + 1
||Δxn ( )k - 1 p ( )k - 1 - C6 ( )∑

k = 1

T + 1
||Δxn ( )k - 1 p ( )k - 1

1
p-

- 1
q+

æ

è

ç

ç

ç

ç

ç
çç
ç

ö

ø

÷

÷

÷

÷

÷
÷÷
÷

K0C0∑
k = 1

T

f ( )k

m0
p+
- ( )2C0 p-

K0K1 p-∑
k = 1

T

f ( )k
p-

q+

Hq+ ( )|| x̄n - C5H ( )|| x̄n - C7.

（12）

又由式（6）得

C0
é

ë

ê
êê
ê

ù

û

ú
úú
ú( )∑

k = 1

T + 1
||Δxn ( )k - 1 p ( )k - 1

1
p- + 1 ≥  x͂n . （13）

结合式（12），（13）有

1
q+

æ

è

ç

ç

ç

ç

ç
çç
ç

K0C0∑
k = 1

T

f ( )k

m0
p+
- ( )2C0 p-

K0K1 p-∑
k = 1

T

f ( )k
p-

ö

ø

÷

÷

÷

÷

÷
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÷

q+

Hq+ (| x̄n |) + C5H (| x̄n |)

≥ m0 ( )1 - 1
p- p+ ∑k = 1

T + 1
||Δxn ( )k - 1 p ( )k - 1 - C8 ( )∑

k = 1

T + 1
||Δxn ( )k - 1 p ( )k - 1

1
p- - C7

≥ m0
2 ( )1 - 1

p- p+ ∑k = 1
T + 1

||Δxn ( )k - 1 p ( )k - 1 - C9，

（14）

其中C9 = - mins ∈ [ )0，+ ∞ {m0
2 (1 - 1

p- p+ ) sp- - C8 s - C7} > 0. 从而有

∑
k = 1

T + 1
|Δxn (k - 1) | p ( )k - 1 ≤

1
q+

m0
2 ( )1 - 1

p+ p-

æ

è

ç

ç

ç

ç

ç
çç
ç

ö

ø

÷

÷

÷

÷

÷
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÷

K0C0∑
k = 1

T

f ( )k

m0
p+
- ( )2C0 p-

K0K1 p-∑
k = 1

T

f ( )k
p-

q+

Hq+ ( )|| x̄n + C10H ( )|| x̄n + C11. （15）

由条件（M2）和式（12）有
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M
⌢ (∑k = 1T + 1 ||Δxn ( )k - 1 p ( )k - 1

p ( )k - 1 ) ≤ M ( )∑
k = 1

T + 1 ||Δxn ( )k - 1 p ( )k - 1

p ( )k - 1 ∑
k = 1

T ||Δxn ( )k - 1 p ( )k - 1

p ( )k - 1

≤ 1
p-
M ( )∑

k = 1

T + 1 ||Δxn ( )k - 1 p ( )k - 1

p ( )k - 1 ∑
k = 1

T + 1
||Δxn ( )k - 1 p ( )k - 1

≤ 1
p-
é
ë
ê

ù
û
ú x͂n -∑

k = 1

T

( )∇F ( )k，xn ( )k ，x͂n ( )k .

（16）

利用式（11），（13），（15）~（16）得

M
⌢ (∑k = 1T + 1 ||Δxn ( )k - 1 p ( )k - 1

p ( )k - 1 ) ≤ 1
p-

m0
p- p+∑k = 1

T + 1
||Δxn ( )k - 1 p ( )k - 1 + C12 ( )∑

k = 1

T + 1
||Δxn ( )k - 1 p ( )k - 1

1
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+ 1
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K0K1 p-∑
k = 1

T

f ( )k
p-

q+

Hq+ ( )|| x̄n + C13H ( )|| x̄n + C14.
（17）

由式（9），（15）和（17）得

ϕ (xn) = M
⌢ ( )∑

k = 1

T + 1 ||Δxn ( )k - 1 p ( )k - 1

p ( )k - 1 + é
ë
ê

ù
û
ú∑

k = 1

T

F ( )k，xn ( )k -∑
k = 1

T

F ( )k，x̄n +∑
k = 1

T

F ( )k，x̄n

≤
é

ë

ê

ê

ê
êê
ê

ù

û

ú

ú

ú
úú
úL +∑k = 1

T

F ( )k，x̄

H q+ ( )|| x̄
H q+ ( )|| x̄n + C15H ( )|| x̄n + C16H

q+
p- ( )|| x̄n + C17H

1
p- ( )|| x̄n + C18 ，

（18）

其中L为条件（F3）中定义的常数。

反设{xn}在E中无有界，不妨设当n → +∞时， xn → +∞ . 由引理 1，当n → +∞时，

 xn → +∞ ⇒ || x̄n + ( )∑
k = 1

T + 1
||Δxn ( )k - 1 p ( )k - 1

1
p- → +∞.

若当 n → +∞时，| x̄n |→ +∞，由条件（H），有H (| x̄n |) → +∞ .又由条件（F3）和式（18），并注意到 q+ > 1及
p- > 1，当 n → +∞ 时有 ϕ (xn) → -∞ . 若当 n → +∞ 时，∑

k = 1

T

|Δxn (k - 1) | p ( )k - 1 → +∞ . 结合式（15），有

H (| x̄n |) → +∞ .由条件（F3）和式（18），当 n → +∞时，有ϕ (xn) → -∞ .这与{ϕ (xn)}有界矛盾，故{xn}在 E

中有界。由于为有限维空间，{xn}在E中有收敛子列，故泛函ϕ满足（PS）条件。

第 2 步 取E1 = E͂，E2 =RN，则E =RN⊕E͂ . 我们证明鞍点定理的环绕条件成立。

对 x ∈ E1，类似于式（9）的证明，有

|∑
k = 1

T

F ( )k，x ( )k -∑
k = 1

T

F ( )k，0 | ≤ m0
p- p+∑k = 1

T + 1
|Δx (k - 1) | p ( )k - 1 + C19 ( )∑

k = 1

T + 1
||Δx ( )k - 1 p ( )k - 1

1
p- + C20. （19）

由式（19）得

ϕ (x) = M
⌢ ( )∑

k = 1

T + 1 ||Δx ( )k - 1 p ( )k - 1

p ( )k - 1 + é
ë
ê

ù
û
ú∑
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T

F ( )k，x ( )k -∑
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T
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F ( )k，0

≥ m0
p+ ( )1 - 1

p- ∑k = 1
T + 1

||Δx ( )k - 1 p ( )k - 1 - C19 ( )∑
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1
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对 x ∈ E1 = E͂， 由 引 理 1 知 ， 当  x → +∞时，有∑
k = 1

T + 1
|Δx (k - 1) | p ( )k - 1 → +∞， 注 意 到 p- > 1， 当

 x → +∞时，有ϕ (x) → +∞. 取 e = 0，对 x ∈ E1 = E͂，存在常数ω > σ使得ϕ | e + E1 ≥ ω.
另外，对 y ∈ E2 =RN，由条件（F3），对任给ε > 0，当| y |充分大时，有

ϕ (y) =∑
k = 1

T

F ( )k，y ≤ ( - L + ε)Hq+ (| y |).
当| y |→ +∞时，H (| y |) → +∞. 取ε充分小，则有ϕ (y) → -∞. 从而存在常数 ρ使得ϕ || ∂Bρ ∩ E2≤ ω - 1 = σ.

综上所述，泛函ϕ满足引理 4（鞍点定理）中所有条件。由引理 4知，泛函ϕ至少有 1个临界点，从而

问题（3）至少有一个T-周期解。
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